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Développement pour les leçons 153 1, 155 2, 157 3.

1 Introduction
On considère une matrice A ∈ Mn(C). On note S(A) la classe de similitude de la matrice A pour la relation de similitude.
L’objectif de ce développement va être de montrer les deux assertions suivantes :

1. On a A diagonalisable si et seulement si S(A) est fermée.
2. On a A nilpotente si et seulement si la matrice nulle est dans l’adhérence de S(A).

Étant donné que l’on raisonne à similitude près dans Mn(C), on peut supposer sans perte de généralité que A est triangulaire
supérieure (rappelons à toute �ns utiles que C est algébriquement clos). On va d’abord montrer un lemme énonçant que S(A)
contient toujours une matrice ayant la même diagonale que A mais ayant ses coe�cients non-diagonaux aussi petit que l’on
veut, puis l’on montrera les deux assertions.

2 Développement
Démonstration du lemme : Soit ε > 0. On note B = (e1, . . . , en) la base canonique de Cn et f l’endomorphisme ayant
pour matriceA dans la baseB. On a alors pour tout j ∈ [1, n], f(ej) =

∑j
i=0 ti,jei. On considère alors la baseB′ = (e′1, . . . , e

′
n)

avec e′i = εiei. Ainsi, on a pour tout j ∈ [1, n],

f(e′j) = f(εjej) = εjf(ej) =

j∑
i=1

tijε
jei =

j∑
i=1

tijε
j e
′
i

εi
=

j∑
i=1

εj−ie′i

En notant A′ la matrice de l’endomorphisme associé à f dans la base B′, on voit que A′ a la même diagonale que A mais ses
coe�cients diagonaux sont tous inférieurs à ε, d’où le résultat.

Démonstration de l’assertion 1 : Si S(A) est fermée, on peut considérer par le lemme une suite de matrice (Ap) qui
converge vers la diagonale de A. Ainsi, par hypothèse de fermeture, on a que A est diagonalisable.

Réciproquement, supposons que A soit diagonalisable. On considère une suite (Ap) dans S(A) qui converge vers une matrice
B. Montrons que B est semblable à A. Par hypothèse, on a pour tout p ∈ N que Ap est semblable à A, donc χAp

= χA. On a
donc, par continuité du déterminant, que χA = χAp

converge vers χB et donc χA = χB . De plus, commeA est diagonalisable,
on a que µA est scindé à racines simples et µA(Ap) = 0, d’où µA(B) = 0 et donc B est diagonalisable. Ainsi, A et B sont
diagonalisables et ont les mêmes valeurs propres comptées avec multiplicités, elles sont donc similaires et donc B ∈ S(A).

Démonstration de l’assertion 2 : Si A est nilpotente, on peut alors considérer une suite de matrices (Ap) ayant tout leurs
coe�cients inférieurs à 1

p (rappelons queA est triangulaire supérieure nilpotente, donc tout ses éléments diagonaux sont nuls).
Ainsi, on a que la suite (Ap) converge vers 0 et donc 0 est adhérent à S(A).

Réciproquement, si 0 est dans l’adhérence de S(A), soit (Ap) une suite de matrices similaires à A qui convergent vers 0. Alors
χA = χAp

qui converge vers χ0 = Xn. D’où χA = Xn et donc A est nilpotente.
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